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Bevezetés, definicidk

Bevezetés, definicidk

Approximacidelmélet: fliggvények kozelitése ,,szebb” tulajdonsagu
fiiggvényekkel.

Legyen (X, ||.||) Banach-tér, S C X altér. S siirii X-ben, ha
minden f € X, € > 0 esetén létezik f. € S, hogy

If — £ <e.
Ha S siirli X-ben, akkor az elemeivel lehet approximalni.

Alapkérdés: Adott X fliggvénytér esetén mikor lesz siirli egy S C X
altér? Siriiségre vonatkozé tételek: Miintz-tipusu tételek.
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Bevezetés, definicidk
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Klasszikus Miintz-tipusu tételek

Klasszikus tételek

Weierstrass approximacids tétele: a polinomok siir(i alterét alkotjak
C[0, 1]-nek. Ez a span{tX | k = 0,1,...} rendszerre vonatkozé
allitas.

Tovébblépés: span{t? | k = 0,1,...} rendszer siirlisége C[O0, 1]-en,
ahol 0 = ag < a1 < ... novekvl pozitiv sorozat: Bernstein sejtését
Ch. H. Miintz igazolta 1914-ben:

A. Tétel (Miintz). Legyen 0 = ag < a1 < ..., valds szamok

novekvé sorozata. Ekkor span{t? | k = 0,1,...} pontosan akkor
stirii C[0,1]-en, ha
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Bevezetés, definicidk
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Klasszikus Miintz-tipusu tételek

Bizonyitdsok, altaldnositasok: Id. pl. J. M. Almira (2007).
C[0,1], LP(0,1): pl. P. Borwein, T. Erdélyi, W. B. Johnson, 2001.

Véges sok {t?} linedris kombinacidjaként felirhaté fiiggvények:
Miintz-polinomok (pl. U. F. Stefansson, 2009).

Végtelen intervallumon a teret stlyoznunk kell. A tovabbiakban a
(0, 00) intervallumon tekintiink Miintz-tipust tételeket.
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Bevezetés, definicidk
ooe

Klasszikus Miintz-tipusu tételek

40-es évek: {t?e~'} rendszer vizsgélata (pl. W. H. J. Fuchs, R. P.
Boas, H. Pollard).

B. Tétel (Fuchs). Legyenek ap < a1 < ... olyan pozitiv szamok,
melyekre a1 — ax > ¢ > 0 teljesiil valamely ¢ valds szamra.
Legyen tovabba

2
= har<a
Y(r) = a3’ '
(r) Zakﬁra%’ haa; <r

Ekkor az {e~tt®} rendszer pontosan akkor teljes L?(0,00)-en, ha

/Oowr(zr) dr = 0.

1

Altaldnosabb példa: Malliavin (1955).
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Bevezetés, definicidk
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Silyozott LZ(O. co) terek

Silyozott L?(0, 00) terek

A dolgozatban w(t) stlyfiiggvénnyel siilyozott L?(0, c0) terekben
igazolunk Mintz-tipusu tételeket.
Silyozott L2(0, 00) tér:

[2(0,00) := {f | fw € L?(0,00)},

a horma:

N|—=

[Fll2w = [[fw

I2000) = / F2(t)w2(1) dt
0

L2(0,00) Hilbert-tér.
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Bevezetés, definicidk
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Silyozott LZ(O. co) terek

1. Definicié. [2] w(t) sulyfiiggvény megengedett [0, c0)-en, ha
w(t) = v(t)u(t) alakd, ahol v(t) és u(t) pozitiv és folytonos
fiiggvények [0, 0c0)-en, tovabba

2

» w* momentumai végesek;

> létezik ~ fiiggvény [0, 00)-en, mely y(t) = > ckt
alakban irhato, ahol cx > 0 minden k-ra, 0 <y <1 < ...,
limk—co Yk = 00,
létezik Cop > 0, hogy minden t > (Cy esetén # < ~(t),

oo
valamint létezik C > 1, melyre [~ (%) w?(t)dt < oo;
0
> w(t)-re igaz, hogy lim¢_o+ pu(t) € (0, 0);

1 1) 2
> létezik a > 0 egész, hogy [ (ZTt;) dt < oo.
0
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Bevezetés, definicidk
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Silyozott LZ(O. co) terek

Ezzel helyettesithetd a szokdsos konvexitasi feltétel (Id. pl.
Malliavin, Zikkos, 2007).

1. Példa. w(t) = tPe P, ahol B > —1, és a > 0, megengedett
stilyfiiggvény, ugyanis momentumai végesek, ~(t) = e3Pt pedig
teljesiti a feltételeket.

Ha 3 =0, és D =« =1, akkor a w(t) = e~ " esetet kapjuk: Fuchs
tétele.

Ha 8> —3%, D=1 ésa =1, akkor w?(t) = t*’e~! egy
Laguerre-siily.

Ha 3=0, D >0 ésa > 1, akkor w(t) = e Pt egy Freud-siily.
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Bevezetés, definicidk
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Silyozott LZ(O. co) terek

Ha most w(t) = (4 +sint)t? [[p_; e P, ahol B > —1, illetve
0<ar<ar<...<ap, é D, >0, akkor w megengedett, és
v(t) = ePt" j6 vdlasztds a feltételek teljesitésére, ha D elég nagy.
Specidlisan, ha 6 =n=1, D, = a1 = 1, akkor

w(t) = t(4 +sint)et. Ez esetben Zikkos tétele nem haszndlhatd.

2. Definicié. [2] Legyen w olyan stilyfiiggvény, hogy w?
momentumai végesek. Ekkor azt mondjuk, hogy w ,,normalis”, ha
a w?-hez tartozé n. ortogondlis polinom legnagyobb X1,n gyOkére
teljesiil, hogy

X1,n < ecn,

ahol ¢ = c(w) n-tél fiiggetlen pozitiv konstans.
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Bevezetés, definicidk
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Multiplicitdssal elldtott sorozatok

Multiplicitdssal ellatott sorozatok

Fuchs, Malliavin és G. Horvath Agota: {t%} rendszer, A = {ax}
pozitiv, novekvo sorozat, 3¢ > 0, amire ap+1 — an > C.

G.V. Badalyan, A. F. Leontev, X. Yang, E. Zikkos: multiplicitdssal
rendelkezé sorozatok.

3. Definicié. [4] {a,} valds sorozat az L(c, D) osztalyba tartozik,
ha {ap} valds névekvé, pozitiv sorozat, és
» létezik ¢ > 0, hogy

any1 —an > C,

minden n > 1-re, és
» létezik D > 0, hogy
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Bevezetés, definicidk
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Multiplicitdssal elldtott sorozatok

4. Definicié. [4] Legyen A = {a,} € L(c, D), és a, B pozitiv valos
szamok, melyekre o 4+ 3 < 1 teljestil. Azt mondjuk, hogy egy

B = {b,} pozitiv valés sorozat (nem feltétleniil névekvé
sorrendben) az A s osztdlyba tartozik, ha

» minden n € N esetén
by €{z ||z —a,| < ap},

vagyis bp an-nek a% sugari zart kornyezetén beliil van, és
» minden m # n indexre a kévetkezé két allitds koziil az egyik
igaz:

s 3
bm = by vagy |bm — ba| > max{e_""", e n } .

Marké Zoltan, matematika BSc Ill. évfolyam

Miintz-tipusi tételek silyozott LZ(O, o0) terekben multiplicitassal



Bevezetés, definicidk
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Multiplicitdssal elldtott sorozatok

N ={Xn,in}: {bn} (A, ) dtrendezése.

2. Példa. [4] Legyen

2 . .
N = (”;1) , ha n pdratlan, _ "TH, ha n pératlan,
n= 2 . n = n .
Tt %, ha n pdros, 5, han paros.

Ekkor N = {\n, un} a (A, p) dtrendezettje egy N-bél definialt
A s-beli sorozatnak. Emellett

liminf(Aps1 — Ap) =0,

illetve

lim p, = occ.
n—oo
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Bevezetés, definicidk
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Multiplicitdssal elldtott sorozatok

Amivel én foglalkozom: az
S:=span{t™In't|1=0,1,...,m — 1},
rendszer siiriisége L2,(0, 00)-n.

5. Definici6. Legyen A = {ax} pozitiv, novekvd sorozat.
Definidljuk ekkor a kévetkez6 m(r) és 1(r) fiiggvényeket:

ma(r) = 0, har<as;
alr) = Zakgr?lk’ haa; <r,

illetve

1
a1

r < a esetén helyenként mp(,) = ;- szerepel (pl. a B. tétel, [2]).
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Bevezetés, definicidk
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Multiplicitdssal elldtott sorozatok

{bn} € A, g sorozat esetén: legyen {b,} (A, i) atrendezettje
N ={An, pin}. Ekkor

_ 0, har< A
mA(r) N Z)\kgr l)fi:a ha )\1 <r,

illetve
Wa(r) = 2™,

6. Definicié. Legyen w pozitiv folytonos sulyfiiggvény, melyre
teljesiil, hogy w? momentumai végesek. Ekkor definidljuk o(x) és
K(x) fiiggvényeket a kovetkez&képpen:

x > 0.

S
—~
x
~
|
~

N
x
2
N
—~
~
~
o
~
I
—~
2
X
=
R
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Eddigi eredmények
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Eddigi eredmények

C. Tétel. [2] Legyen w megengedett és normalis silyfiiggvény
[0,00)-en, A = {ax} ndvekvs sorozat, melyre létezik ¢ > 0, hogy
ak4+1 — ak > ¢. Ha létezik monoton novekvé f fiiggvény [0, co)-en,
amelyre teljesiil, hogy

» minden 0 < x < r esetén

» lletve

akkor span {t®} nem siirii L2,(0, 00)-n.
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Eddigi eredmények
oce

D. Tétel. [2] Legyen w pozitiv és folytonos (0, c0)-en gy, hogy
w? momentumai végesek, A = {a,} monoton névekvd pozitiv
sorozat, melyre teljesiil, hogy létezik d > 0, hogy ax4+1 — ax > d.

Ha van monoton névekvé h fiiggvény [0, co0)-en, melyre
» létezik 0 < C, D, hogy C < :((rrl)) < D, amint % < ﬁ <2;
» létezik o, C,c > 0, hogy minden 0 < x < r esetén

Va(r);

X

©*(x)

Ih

/(Zr) dr = oo,
p

1

akkor span {t%} siirii 12,0, 00)-en.

0 < h(r) < Cx

» valamint
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Uj eredmények
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1. tétel

Uj eredmények

1. Tétel. Legyen w megengedett és normadlis silyfiiggvény
[0,00)-en, A = {ar} € L(c,D), B={b,} € A, 3, melynek (X, 1)
dtrendezettje N = {\,, un}. Ha létezik monoton névekvés f
fiiggvény [0, c0)-en, amelyre teljesiil, hogy

» minden 0 < x < r esetén

v
xIn A(r) < f(r),
e(x)
> illetve -
f
/(2r) dr < oo,
p
1
akkor S = span {t*In' t | 1 =0,1,... jux — 1}2° , nem siirii
L2,(0, 00)-n.
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Uj eredmények
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1. tétel

A bizonyitashoz sziikséges eszkozok:

E. Tétel. X Banach-tér esetén span {h,} C X pontosan akkor
nem slirli, ha létezik nemtrividlis 1 € X* korldtos linedris
funkciondl, mely eltiinik {h,} elemein, azaz 1(h,) = 0.

Ez a Hahn-Banach-tétel kdvetkezménye (pl. [3] 115. oldal).

1. Lemma. [2] Legyen a > 0 egész. Ha w? pozitiv, folytonos
normdlis sulyfiiggvény (0,00)-n, és momentumai végesek, akkor
z = x + iy jelblés mellett létezik olyan b(z) fiiggvény, hogy 12

b(z)
reguldris Rz = x > —a-n, és Rz > —% esetén
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1. tétel

Uj eredmények
[e]e] lelelelelele]elo]e)

Félsikon regularis fuggvények

Siirliség < valamely félsikon reguldris, specidlis novekedési
tulajdonsdggal rendelkezé fliggvények létezése.

A kett6 kozti kapcsolatot az aldbbi fliggvények vizsgalata teremti:

o
ap— 2z 2
G(z):Ha:+zean, Rz =x>0.
n=1

G(z)-re vonatkozéan Fuchs [1] bizonyitott tételt.
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Uj eredmények
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1. tétel

2. Lemma. [4] Legyen A ={a,} € L(c,D), B={bs} € A, 3, és
N ={An,pn} a {bn} (\, p) dtrendezettje. Ekkor z = x + iy és
r=|z| jelé'/ések mellett a

b —Z 2z - " 2zup
H e bn g An = >
(2) b T H <)\ n z) e, Rz=x2>0

n=

fliggvény analitikus Rz = x > 0 tartomdnyon, és csak a
N = {\n, un} sorozat elemein tiinik el. Emellett léteznek A1, Az
konstansok, hogy

|H(z)| < e>™\NFAX " ha R7 > 0;
illetve
_a8

\H(z)| > 62xmA(I‘)—A2X’ ha Rz > 0, és |z — by| > e3
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Uj eredmények
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1. tétel

A lemma igaz Rz = x = 0 esetén is. A bevezetett jelolésekkel:
létezik Cy1, 3 > 0, hogy

IH(2)| < (CLWA(r))*, ha Rz > 0;

illetve

3
e*"’fT

3

IH(2)| = (GWA(r))*, ha Rz >0 és |z — by,| >
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1. tétel

Poisson-integralformula

3. Lemma. Ha u(t) valds értékii, majdnem mindeniitt folytonos
és korldtos fliggvény, akkor az

f(z):= f(x—l—iy):x;a / u(t) dt

—00

fliggvény harmonikus a Rz = x > a félsikon.

Ez a Rz > a félsikon vett Poisson-integradlformula.
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Uj eredmények
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1. tétel

Mellin-transzformacié

7. Definicié. f fiiggvény Mellin-transzformaltjanak nevezziik a

P(z) = {MF}(z) = / 21 (t) dt
0
fliggvényt. Az inverz transzformdacio:
c+ioco

f(t) = {M o}(t) = 2%” / t *p(z)dz.

4. Lemma. Ha f(t) fiiggvény Mellin-transzformdltja ¢(z), akkor
f(t)Int fiiggvény Mellin-transzformaltja L ¢(z).
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1. tétel

Uj eredmények
000000080000

5. Lemma. Ha f(t) fiiggvény Mellin-transzformaltja ¢(z), akkor
z = x + 1y jeloléssel

o0 1 o0
/ PR de= / 6(2)dy.
0 —00

Az 5. lemma a Parseval-egyenl6ség a Mellin-transzformaciéra.

A Mellin-transzofrmdacié nem csak esettinkben hasznos eszkoz.




Uj eredmények
0000000 0e000

1. tétel

Bizonyitas vazlata: Cél: mutatni egy megfeleld ® € L2 *(0, )
nemtrividlis korlatos linedris funkciondlt. Riesz reprezentacids
tétele:

o(8) = [ a((w(e) s
0
megkonstrudljuk A-t.
Legyen f(—r) = f(r).

z = x+1y, r = |z| jelolés mellett legyen

p(z) = p(x +1iy) :=2- = : 2 / (x + a)zfgf)(t — )2 dt,

p(z) figgvény harmonikus ha Rz = x > —a, illetve feltehetd, hogy
f>0.
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1. tétel

Mivel p harmonikus, ezért létezik olyan g, hogy —p + iq, és igy
g(z) == e Ptia

reguldris fuggvény Rz > —a esetén.

H(2) = ot (A+a—z Mkeiiika
_k—l A +a+z '

H*(z) regularis, ha Rz > 0.
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Uj eredmények
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1. tétel

glz+a)H*(z+ a)

G(z) =

b(z)Cie
1 c+ioco G()
z —z
tv(t)u(t) = 5 / mt dz, ha Rz > —a,
c—ioco

Paraméterezziink z = x + iy-nal, ahol —oo < y < o0

tv(t)u(t) = % / (1_:;;22)21'_2(1)/

—00

Egyszerlien 1athatd, hogy az integral fiiggetlen x-tdl.
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Uj eredmények
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1. tétel

Ct)u(Ct
n(t) == v(Ct)u(Ct) )

wA(t)
Megmutathaté, hogy n(t) € L2(0,00). Riesz reprezentaciés tétele:
minden f € L2, esetén legyen

®(f) :/f(t)n(t)w2(t)dt.
0

® korlatos, ugyanis |®(f)| < ||f|l2,wlln
A bizonyitds utolsé |épése: ® eltlinik
{tM*In't | 1=0,1,..., 1k — 1}, elemein.

2w

® tehdt megfeleld linedris funkcional, igy S nem siirli. O
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Uj eredmények
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2. tétel

2. Tétel. Legyen w pozitiv és folytonos (0, cc)-en gy, hogy w?
momentumai végesek, A = {ax} € L(c,D), B = {b,} € A, 3,
melynek (A, ) dtrendezettje {An, pn}. Ha van monoton névekvé h
fiiggvény [0, c0)-en, melyre

» létezik 0 < C, E, hogy C < h(( )) < E, am/ntf < r—’l <2

» létezik o, C,c > 0, hogy minden 0 < x < r esetén

0 < h(r) < Cr ———W%(r);
@ ( )
» valamint -
h(r)
/r2 dr = oo,
1
akkor S = span {tMIn' t | 1 =0,1,... jux — 1332, siirii

L2 (0, 00)-en.
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Uj eredmények
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2. tétel

6. Lemma (Fuchs). [I] Ha h nemnegativ, monoton névekvd
fiiggvény (0,00)-en dgy, hogy teljesiti az el6z4 feltételeket, és
z = x+1y, r = |z| jeldlés mellett létezik Rz = x > 0 tartomdnyon

reguldris g fiiggvény, melyre C,c,a > 0 esetén

g(2) < C (h(x)>

teljesiil, akkor g = 0 Rz > 0-n.
Bizonyitas vazlata: Tegyiik fel indirekt, hogy S nem slirii

L2,(0, 00)-en. Ekkor létezik ¢ € L%*(0, 00) nemtrivilis korlatos
linedris funkcional, amely S elemein nulldva vilik.
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Uj eredmények

[e]e] o]

2. tétel

Riesz reprezentdcids tétele: létezik h nem azonosan 0 fuggvény,
hogy h € L2, és ¢ a kovetkezd alakban irhaté:

6(f) :/f(t)il(t)wz(t)dt
0

A fentiek szerint ez eltiinik S elemein, specidlisana Rz =x >0
tartomanyon definialt regularis

G(z) = / h(t)w?(¢) dt
0

is teljesiti a G(Ax) =0,k = 1,2, ... egyenlOségeket.

Marké Zoltan, matematika BSc Ill. évfolyam

Miintz-tipusi tételek silyozott LZ(O, o0) terekben multiplicitassal



Uj eredmények

[e]e]e] ]

2. tétel

_ 62
£ g™
ahol H:
> bk—Z 2z > /\k—Z Hh 2zp
H(z) = b = Mo, haRz=x>0.
(2) kEIlbk—l-Zek ,(ljl(/\k+z> e , haRz=x>

Megmutathatd, hogy g = 0, ekkor G = 0 minden z-re. fgy

h(t) = 0, de ekkor ¢(f) = 0 minden f € L2 esetén, ami
ellentmondas.

fgy a kezdeti feltevésiink helytelen volt, vagyis S siirii. [
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Uj eredmények

@00

Kovetkezmények

3. Tétel. Legyen w megengedett és normdlis sdlyfiiggvény
(0,00)-n, A ={an} € L(c,D), B = {bs} € A, 3, melynek (X, 1)
gtrendezettje N = {\p, pun}. Tegyiik fel tovabbd, hogy létezik h(r)
monoton névekvé fiiggvény [0, c0)-en, melyre

> létezik 0 < C,E, hogy C < ,ﬁ’(([l )) <E, amint} <L <2

» létezik a, C,c, k > 0, hogy minden 0 < x < r esetén

1x n Ya(r) r vy
KN o0 = G o VAl

Ekkor S = span {t* In't | I =0,1,..., pyx — 1}9° , akkor és csak
akkor siirii L2,(0,00)-n, ha

T h

/(Zr)dr—oo.
r

1
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Uj eredmények

[e] e}
Kovetkezmények

A 2. tétel altaldnosithaté L%, (0,00), 1 < p < 0o és C,(0,00)

terekre is.
o0 px

op(x) == /t”xwp(t)dt , x>0, 1< p<oo;

0

illetve

1
vc(x) = <sup tXW(t)> ) , x > 0.
>0
A terek definicidi:
[_5,,(0, OO) = {f ‘ HfWHp,(O,oo) < OO};

valamint

Cu(0, 00) = {f € C(0,00) | lim f(t)w(t) = o}.

t—0+4,00
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Uj eredmények

[e]e] J

Kovetkezmények

4. Tétel. Legyen w pozitiv és folytonos silyfiiggvény (0, c0)-en,
és tegyiik fel, hogy t*w(t) € LP(0,00) (minden a > 0-ra

lim¢ o400 t?w(t) =0). Legyen A = {a,} € L(c, D),

B = {b,} € A, 3. Ekkor, ha létezik monoton névekvs h fiiggvény
(0, 00)-en, amelyre

» létezik 0 < C, E, hogy C < h(( )) < E, am/nt > g 2;
» létezik o, C,c > 0, hogy minden 0 < x < r eseten

0 < h(r) < Cx———W(r) (o < h(r) < ciwgzx)wg(r)> :

wp(X)

» illetve
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ésszefoglala’s, kitekintés
e0

Osszefoglalds, kitekintés
Miintz-tipusu tételeket bizonyitottunk sulyozott L(0, 00) téren az

S={tMIn"t[1=0,1,... e —1}32,

altérre vonatkozdlag, ahol {\x, ik} egy multiplicitassal ellatott
sorozat, w pedig megengedett sulyfiiggvény.

A 2. tétel kimondhaté L, (0,00) és C,,(0,00) téren is, az 1. tétel
azonban csak L2,(0, ) téren igazolt.

Tovabbi célok:
» Altaldnosabb eszkozok hasznilata (L}, (0, c0), illetve
Cw (0, 00)-beli véltozatok);
» normélis” silyfiiggvény fogalmanak kikiiszobolése.
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ésszefoglala’s, kitekintés
oe

[4 W. H. J. Fuchs, On the Closure of {e"tt*}, Proc. Cambr.
Phil. Soc. 42 (1946), 91-105.

[§ A. P. Horvath, Miintz-type Theorems on the Half-line with
Weights, arXiv: 1009.5777.

[4 F. Riesz and B. Sz.-Nagy, Functional Analysis, Dover
Publications, Inc, 1990.

[§ E. Zikkos, Completeness of an Exponential System in
Weighted Banach Spaces and Closure of its Liner Span, J.
Approx. Theory 146 (2007), 115-148.
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Koszonom a figyelmet!
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