Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes

AZ ELEKTRODINAMIKAI PARTICIOS FUGGVENY
MODULARITASA ES AZ S-DUALITASI SEJTES

Nagy Akos
l. éves matematikus MSc hallgaté

Témavezets: Etesi Gabor
TDK el6adas

2010. november 17.
Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Természettudomanyi Kar

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 1/16



Bevezeto Szamol

as Eredmenyek Kitekintes
°

Fizikai

@ Kvantum Yang—Mills-elméletek tanulmanyozasa gorbiilt hattéren.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitiasa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas

2/ 16



Bevezeto Szamol

as Eredmenyek Kitekintes
°

Fizikai
@ Kvantum Yang—Mills-elméletek tanulmanyozasa gorbiilt hattéren.

@ Az S-dualitas vizsgalata a kvantumelektrodinamikaban.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas

2/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

Fizikai
@ Kvantum Yang—Mills-elméletek tanulmanyozasa gorbiilt hattéren.
@ Az S-dualitas vizsgalata a kvantumelektrodinamikaban.
Matematikai

@ Végtelen dimenziés Feynman-integralok szamolasa.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 2/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

Fizikai
@ Kvantum Yang—Mills-elméletek tanulmanyozasa gorbiilt hattéren.
@ Az S-dualitas vizsgalata a kvantumelektrodinamikaban.
Matematikai
@ Végtelen dimenziés Feynman-integralok szamolasa.

@ Particios fiiggvények modularis tulajdonsagainak megértése.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 2/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:

S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:

S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M

ahol L egy komplex U(1) vonalnyalab M felett,

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:

S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M

ahol L egy komplex U(1) vonalnyalab M felett,
Vi U(1) konnexié L-en (a Yang—Mills-mezg),

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitiasa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:
S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M
ahol L egy komplex U(1) vonalnyalab M felett,

Vi U(1) konnexié L-en (a Yang—Mills-mezg),

Fy, a konnexié gorbiilete.

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

U(1) Yang—Mills-elmélet

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:

S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M

ahol L egy komplex U(1) vonalnyalab M felett,
Vi U(1) konnexié L-en (a Yang—Mills-mezg),
Fy, a konnexié gorbiilete.

@ Altalanositott komplex csatolasi allandé:

_ 6 i
T—2ﬂ+lez €C+

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 3/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

@ Az elektrodinamika Maxwell-elmélete.

@ 0O-taggal bévitett klasszikus elmélet egy Riemann 4-sokasagon:

S(Vi,e,0)=—55 [ Fo, AxFy, + 125 [ Fo, AFe,
M M

ahol L egy komplex U(1) vonalnyalab M felett,
Vi U(1) konnexié L-en (a Yang—Mills-mezg),

Fy, a konnexié gorbiilete.

@ Altalanositott komplex csatolasi allandé:
_ 6 4
T= by + Ie_2 (S (C+
@ Kvantumelméletet j6l jellemzi particiés fliggvénye:

Z(M,g,7)= f e=5(V7) DV
Vi
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S-dualitds a kvantumelektrodinamikaban

@ 7 szuperszimmetrikus elméletekben j6l definialt.

Sejtés (Montonen—Olive & Olive-Witten (1977-78)):

art b
Z(/\/l,g, Cfif’,) =Z(M,g,7) ( i d )GSL(Z,Z)

vagyis Z modularis fiiggvénye t-nak.
@ Elég a hatas két generatorat vizsgalni:

T:7—14+1 S:t—=L

T

Az S-dualitas érdekesebb fizikailag: gyenge és erds csatolasi elméletek
ekvivalenciaja (elektromos-magneses dualitas).

o E. Witten: On S-duality in Abelian gauge theory (1995)
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@ A komplex vonalnyalabokat H?(M;Z) osztalyozza, az els6 Chern-osztallyal:
L— ¢ (L)e H*(M;Z)
@ B;: az L nyalab véges hatasu konnexidinak gauge-ekvivalencia-osztalyai.
A particios fiiggvény definiciéja

Z(M,g,7)= _S(WL]'T)D[VL]
LeHZ(MZ
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Zart, egyszeresen Osszefiiggd, Riemann 4-sokasagon:

@ Minden Le H?(M;Z) nyalabon pontosan egy véges hatasa klasszikus
megoldasa van a Maxwell-egyenleteknek:

vi
@ L minden véges hatasi U(1)-konnexidja
Vi=V{+ia  (acl3(M;AM))
@ Mindig egyértelmiien veheté a 6a=0 Coulomb-gauge.
@ A hatas felbomlik:

S(Ve,1)=S(V% 1)+ Im(z) (3] A1 a)

812

@ A trivialis nyalab U(1)-konnexiéinak modulustere:

B, = Ker(Ao)L @ (Ker(Ar): nKer(5))
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@ 9(t)= > e a Jacobi 9-fiiggvény, melyre:
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B,
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Végtelen dimenziés Gauss-integral ggvényes regularizacidj

A : H— H pozitiv operator {-fliggvénye
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Végtelen dimenziés Gauss-integralok ¢-fuggvényes regularizacidja

A : H— H pozitiv operator {-fliggvénye :
° lals)= Y &

2A€Spec(A)-{0}

@ rk'(A):=a(0) és det'(A) := e ¢a(0),
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[ 1]

Végtelen dimenziés Gauss-integralok ¢-fuggvényes regularizacidja

A : H— H pozitiv operator {-fliggvénye :
° lals)= Y &

2A€Spec(A)-{0}

@ rk'(A):=a(0) és det'(A) := e ¢a(0),

Gauss-integral

e~ XIBX) Py . ) L
det’(A)

T
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o

Végtelen dimenziés Gauss-integralok ¢-fuggvényes regularizacidja

A : H— H pozitiv operator {-fliggvénye :
° lals)= Y &

2A€Spec(A)-{0}

@ rk'(A):=a(0) és det'(A) := e ¢a(0),

Gauss-integral

e~ XIBX) Py . ) L
det’(A)

H

Megjegyzés: Ez a definicié Laplace-tipusi operatorokra mindig értelmes.
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Végtelen dimenziés Gauss-integral uggvényes regularizacidj

Kovetkezmény:

-1 0) _1x
Im(T < |A13>Da Im(T) 2VA1|BLO( )e Z{Al‘BLO (0)

e
8m2

0
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Végtelen dimenziés Gauss-integralok ¢-fuggvényes regularizacidja

Kovetkezmény:

_1
e Im(T < |A13>Da Im(T) 2

0

@ A determinans nem befolyasolja a 7-fliggést.
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Végtelen dimenziés Gauss-integralok ¢-fuggvényes regularizacidja

Kovetkezmény:

F
s>

1
Im) g aldia) (Im(f))—z 21l (O)e 1y

e a=
8m2

0

@ A determinans nem befolyasolja a 7-fliggést.

® Inls,, (0) direkt médon nehezen szamolhaté.
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Felhasznalt tételek

Tétel (Rosenberg)

I, (0)= —bk+ % tr(uff)dV

M
ahol

neN

tr(e"tAk) ~ 167r2t2z ftr(ufj)dV (t—0)
M
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°

Felhasznalt tételek

Tétel (Rosenberg)

I, (0)= —bk+ % tr(uff)dV

M

ahol
—tAk

tr(e
( 1677:2 t2
neN

thr(ufj)dv (t—0)

Tétel (Gilkey)
VkeN:3ay, b, ck €R:

tr(u4) = ak|RI? + by|r|? + cxs?
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"Fubini-lemma" és a particiés fuggvény

Lemma (Etesi, Nagy)
° é’AllBLO (S) =Ly (5) - CA0(2S)

I ALy . det(Ao) [ Im(s)) 2 (£20(0)-42,(0))
[~ ] f e &n? Da —detl(A]_) (_an )
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"Fubini-lemma" és a particiés fuggvény

Lemma (Etesi, Nagy)
o gAllBLO (S) = é’Al (5) - CAo(zs)

ImC) (iAya) y, _ _det(80) (Im(s)) }(£20(0)=Cas ()
C fe 8 Da det’(A1)(8“2)

A particios fiiggvény t-fiiggése

et/ (Ag)2 m(z)) 2 (£20(0)~¢a,(0))
Z(M,g,7) = \‘% (7)b* 9(—F)b" (|8ﬂ2))2 80(0)~Cay
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Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes

Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2Z(M,g,7)
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Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2Z(M,g,7)
® Z(M,g,-1/7)=(7/i)%(z/i)>Z(M,g,7)
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Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2(M,g,7)
o Z(M,g,~1/7) = (v/i)*(v/i)*Z(M,g,7)

@ A moduléris salyok

1 1 1 1
= 3 (60— bt b — % (S5lIRIZ. — 525 lIrli2. + 3lsli?. )
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Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2(M,g,7)
o Z(M,g,~1/7) = (v/i)*(v/i)*Z(M,g,7)

@ A moduléris salyok

1 1 1 1
= 3 (60— bt b — % (S5lIRIZ. — 525 lIrli2. + 3lsli?. )

@ Probléma: a Betti-szamok nem allnak el6 integralis alakban.
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Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2(M,g,7)
® Z(M,g,-1/7)=(7/i)%(z/i)>Z(M,g,7)

@ A moduléris salyok

=3 (b0 — b+ 5% — % (5lIRIZ. — sag IrllZ + 3llsliZ))

@ Probléma: a Betti-szamok nem allnak el6 integralis alakban.

o Eszrevétel: b0 — bl +b* = 1(y +0) mar integrélis! (Witten)
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Modularis tulajdonsagok és az S-dualitas helyreallithatésaga

A particios fiiggvény modularis tulajdonsagai
e Z(M,g,t+2)=2(M,g,7)
® Z(M,g,-1/7)=(7/i)%(z/i)>Z(M,g,7)

@ A moduléris salyok

1 1 1 1
= 3 (B0 — b b* — & (Z5lIRIZ: — mag lIrllZ: + T35 lsli2))

@ Probléma: a Betti-szamok nem allnak el6 integralis alakban.
o Eszrevétel: b0 — bl +b* = 1(y +0) mar integrélis! (Witten)
® Siorr.(7):=—a4In(¥(7)) —a-In(#(-7))) korrekcidval

g =S+ skorr.

mar S-dualis elmélet! (Csatolni kell a gravitaciot.)

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitisa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 13/ 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

TetszSleges zart sokasag

@ n11(M) #{1} = Hi1(M;Z) nem feltétlen trivialis.
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@ n11(M) #{1} = Hi1(M;Z) nem feltétlen trivialis.

@ Megjelenhetnek nem trivialis lapos megoldasok.
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Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes
°

TetszSleges zart sokasag

@ n11(M) #{1} = Hi1(M;Z) nem feltétlen trivialis.
@ Megjelenhetnek nem trivialis lapos megoldasok.

@ Csak egy t-fliggetlen szorz6 az eltérés a particiés fiiggvényben.
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°

Nem kompakt terek

® Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa—Witten).
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Nem kompakt terek

@ Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa-Witten).

@ Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokélisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)
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@ Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa-Witten).

@ Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokélisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)

@ 1. probléma: nem topologikus megoldasok.
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@ Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokélisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)

@ 1. probléma: nem topologikus megoldasok.

@ 2. probléma: Spec(Ak) nem diszkrét.
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Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa—Witten).

Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokalisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)

1. probléma: nem topologikus megoldasok.

2. probléema: Spec(Ak) nem diszkrét.

@ Nem lezart probléma.
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°

Nem kompakt terek

@ Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa-Witten).

@ Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokélisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)

1. probléma: nem topologikus megoldasok.

2. probléema: Spec(Ak) nem diszkrét.
@ Nem lezart probléma.

@ G. Etesi, A. Nagy: S-duality in Abelian gauge theory revisited
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°

Nem kompakt terek

@ Az aszimptotikusan lokalisan euklideszi (ALE) eset ismert (Vafa-Witten).

@ Minket az eddig nem vizsgalt aszimptotikusan lokélisan lapos (ALF) eset
érdekel (fizikailag jelent8s: Schwarzschild, Kerr, multi-Taub-NUT...)

1. probléma: nem topologikus megoldasok.

2. probléema: Spec(Ak) nem diszkrét.
@ Nem lezart probléma.

@ G. Etesi, A. Nagy: S-duality in Abelian gauge theory revisited :
A 1-Taub-NUT sokasag particiés fliggvénye

1
det’(Ag)? = | 30
Z(My,gv,7) = etht(oA) (- )( ';EZ))BO

Az elektrodinamikai particiés fliggvény modularitasa és az S-dualitasi sejtés - TDK el8adas 15 / 16



Bevezeto Szamolas Eredmenyek Kitekintes

Koszonom a figyelmet!
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